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Abstract.
I discuss here the geometry of a close binary, described by

the Roche potential. The three possible solutions, detached, semi-
detached and contact systems, are presented. Ellipsoidal variations
found in quiescent soft X-ray transients show that the secondary
distortion is indeed quite detectable ; they also can be used to
constrain the primary mass, and, together with the spectrosco-
pic determination of the mass function, are the only unambiguous
evidences for the existence of black holes in LMXBs.

Ce chapitre d�etaille la g�eom�etrie d'un syst�eme binaire serr�e,
d�ecrite par le potentiel de Roche. Les trois possibilit�es (syst�eme
d�etach�e, semi-d�etach�e, en contact) sont pr�esent�ees. Les variations
ellipso��dales observ�ees dans les syst�emes transitoires X en quies-
cence montrent que les d�eformations de la secondaire sont parfaite-
ment d�etectables ; elles permettent surtout de contraindre la masse
de l'objet compact, et fournissent, avec la d�etermination par spec-
troscopie de la fonction de masse, les seules preuves indiscutables
de l'existence de trous noirs dans les syst�emes binaires X.

1. Potentiel de Roche

1.1 Mouvement dans le syst�eme binaire

On supposera que les deux �etoiles sont ponctuelles, et de masses M1

etM2, situ�ees aux points r1 et r2. On consid�ere que l'orbite est circulaire,
ce qui est une excellente approximation, puisque les forces de mar�ees
circularisent tr�es rapidement le mouvement. La s�eparation orbitale est
donn�ee par la loi de Kepler :

a = 3:53 1010
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o�u Phr est la p�eriode orbitale mesur�ee en heures. Si on se place dans le
rep�ere en corotation avec le syst�eme binaire, l'�equation de conservation
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de la quantit�e de mouvement d'un gaz s'�ecrit :
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o�u v est la vitesse du gaz, � sa densit�e, et P la pression. ! est la vitesse
angulaire du syst�eme,
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et � est la somme du potentiel gravitationnel dû aux deux masses, et du
potentiel centrifuge :
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A l'�equilibre, la vitesse est nulle, et l'�equation de conservation de la
quantit�e de mouvement se ram�ene �a :

r� = �
1

�
rP (5)

Ce qui signi�e que la pression est constante sur les �equipotentielles.
Comme la temp�erature du gaz est donn�ee par une �equation de transfert
qui de fa�con g�en�erale dit que le gradient de temp�erature et le gradient
de pression sont colin�eaires, alors la temp�erature est aussi constante sur
les �equipotentielles. En�n, la densit�e, la temp�erature et la pression �etant
li�ees par une �equation d'�etat, la densit�e est �egalement constante sur une
�equipotentielle. Ces propri�et�es sont bien sûr tr�es g�en�erales ; on les connâ�t
bien dans le cas des �etoiles isol�ees, et il importe de r�ealiser qu'elles sont
�egalement vraies pour des syst�emes doubles.

1.2 Equipotentielles

On choisit ici un rep�ere ayant pour origine le centre de masse du
syst�eme, l'axe z �etant perpendiculaire au plan de l'orbite et les deux
masses �etant situ�ees sur l'axe des x, aux positions x1 = �1=(1 + q) et
x2 = q=(1 + q), o�u q = M1=M2, les distances �etant normalis�ees par la
s�eparation orbitale. Dans ce rep�ere, et avec cette normalisation, � peut
s'�ecrire :
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o�u d1 et d2 sont d�e�nis par

d1 = [(x� x1)
2 + y2 + z2]1=2 (7)

d2 = [(x� x2)
2 + y2 + z2]1=2 (8)
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Figure 1.: Potentiel de Roche.

et o�u on a normalis�e � par G(M1 +M2)=a. La �gure 1 montre l'allure
du potentiel dans le plan orbital. On voit clairement le puit de potentiel
de chaque �etoile, ainsi que, �a grande distance, le potentiel dû �a la force
centrifuge qui forme un parabolo��de. Les courbes de niveau correspondant
�a cette surface sont montr�ees �gure 2. On voit que le potentiel pr�esente
plusieurs points o�u le gradient du potentiel est nul : ceux-ci peuvent être
des extr�ema ou des points selle, o�u les �equipotentielles se croisent.

Ces extr�ema, appel�es points de Lagrange, sont donn�es par la condi-
tion r� = 0, qui peut s'�ecrire :
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L'�equation (11) implique z = 0, ce qui signi�e que les points de Lagrange
sont situ�es dans le plan orbital. L'�equation (10) admet une solution y = 0,
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Figure 2.: Equipotentielles de Roche. Le centre de masse est indiqu�e
par une croix ; les �equipotentielles passant par les 5 points de Lagrange
(num�erot�es par �energie croissante) ont �et�e trac�ees. Pour chaque valeur
de l'�energie, on trouve deux ou trois �equipotentielles distinctes : une
�a l'ext�erieur du syst�eme binaire, et une ou deux autres au voisinage
imm�ediat du syst�eme.

auquel cas l'�equation (9) se simpli�e en :
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jx� x2j
� x = 0 (12)

qui admet trois solutions : l'une inf�erieure �a x1 (point L3), l'autre entre
x1 et x2 (point L1), et la derni�ere sup�erieure �a x2 (point L2).

On peut montrer, et c'est clair sur les �gures 1 et 2 que @2�=@x2 < 0
et @2�=@y2 > 0 pour ces trois points, qui sont des points selle. Ce sont
des points d'�equilibre instable.

L'�equation (10) admet �egalement deux solutions y 6= 0 ; ce sont les
points de Lagrange L4 et L5. Ces points sont des extr�ema du potentiel,
et devraient normalement être instables ; On peut cependant montrer
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Figure 3.: A gauche : variations du potentiel de Roche le long de l'axe
des x. Trois cas sont repr�esent�es : en haut, deux �etoiles bien s�epar�ees ;
au milieu, l'une des �etoiles a atteint le point de Lagrange L1 ; il y a alors
transfert de masse ; en�n, en bas, il y a formation d'une enveloppe com-
mune. A droite, on a repr�esent�e les �equipotentielles dans le plan orbital ;
ces �equipotentielles limitent la surface des �etoiles.

par une analyse lin�eaire, en d�eveloppant le potentiel autour de sa va-
leur minimum, que les forces de Coriolis les rendent stables. C'est ainsi
qu'on explique la position des ast�ero��des troyens, qui sont aux points de
Lagrange L4 et L5 du syst�eme Soleil-Jupiter.

1.3 Des syst�emes d�etach�es aux syst�emes en contact

Les surfaces �equipotentielles d�e�nissant la surface des �etoiles, trois
cas peuvent se pr�esenter, comme le montre la �gure 3. Les �etoiles peuvent
être chacune �a l'int�erieur d'une �equipotentielle ; on a alors a�aire �a un
syst�eme d�etach�e, les d�eformations dues �a la binarit�e �etant limit�ees. Si
maintenant le rayon de l'une des �etoiles crô�t, il arrivera un moment o�u
elle va atteindre le point de Lagrange L1. L'expansion de l'�etoile se tra-
duit maintenant par un transfert de masse, l'�etoile restant �a l'int�erieur
de l'�equipotentielle passant par le point L1. On a alors a�aire �a un
syst�eme semi-d�etach�e ; les binaires telles que les Algols, les variables ca-
taclysmiques et les binaires X de faible masse sont des exemples de tels
syst�emes. En�n, si on poursuit le transfert de masse et que l'�etoile de
droite augmente de volume �a son tour, cette derni�ere pourra remplir elle
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aussi son lobe de Roche ; on a alors a�aire �a une binaire en contact, avec
formation d'une enveloppe commune lorsque l'expansion se poursuit. Ul-
timement, il pourrait y avoir perte de masse du syst�eme par le point de
Lagrange L2.

Certains syst�emes montrent des indications de perte de masse par
le point L3 ; il s'agit de syst�emes magn�etiques tels que EX Hya, qui est
une variable cataclysmique magn�etique non synchrone dans laquelle la
naine blanche tourne si vite qu'une fraction notable du 
ot d'accr�etion
est �eject�ee lors de l'interaction avec le champ magn�etique de la naine
blanche.

1.4 Quelques approximations utiles

La position du point de Lagrange L1 est donn�ee par la relation ap-
proximative suivante (Plavec & Kratochvil, 1964) :

xL1 � x1 = 0:5 � 0:227 log
M2

M1

(13)

L'introduction de la g�eom�etrie de Roche dans les mod�eles de struc-
ture interne des �etoiles am�ene des corrections relativement faibles aux
mod�eles calcul�es en g�eom�etrie sph�erique. Pour cette raison, mais bien
sûr aussi par souci de simplicit�e, on suppose que l'�etoile qui remplit son
lobe de Roche dans une binaire semi-d�etach�ee peut être remplac�ee par
une �etoile sph�erique qui occuperait le même volume. Le rayon de cette
�etoile ne d�epend alors que de la g�eom�etrie du syst�eme, et est donn�e ap-
proximativement par (Paczy�nski 1971) :

R2

a
= 0:462

�
M2

M1 +M2

�1=3

(14)

lorsque le rapport des masses M2=M1 est inf�erieur �a 0.5, et dans le cas
o�u 0:5 �M2=M1 � 20, par

R2

a
= 0:38 + 0:20 log

M2

M1

(15)

Dans le cas des variables cataclysmiques, la masse de la secondaire
(par d�e�nition, on appelle alors ainsi l'�etoile qui perd de la masse) est
inf�erieure �a celle de la primaire, sinon le transfert de masse serait instable,
et souvent notablement inf�erieur. Dans ce cas, si on combine l'�equation
(14) avec la loi de Kepler donnant a, on obtient

R2

R�
= 0:23M1=3

2 P
2=3
hr (16)
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qui ne d�epend pas de la masse de la primaire. En particulier, la densit�e
moyenne de la secondaire

� =
M2
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3
�R3

2

=
110

P 2
hr

g cm�2 (17)

ne d�epend que de la p�eriode orbitale. Cette valeur est typique des densit�es
moyennes d'�etoiles sur la s�equence principale si la p�eriode est de quelques
heures.

2. Variations ellipso��dales

Si la structure interne d'une �etoile n'est que mod�er�ement perturb�ee
par la pr�esence d'un compagnon, cela ne signi�e pas pour autant que
la pr�esence d'un compagnon, même invisible, n'est pas d�etectable. On
se rapportera au chapitre Calcul des �el�ements des binaires �a �eclipses (P.
North) pour le cas g�en�eral ; on ne consid�erera ici que le cas des binaires
X de faible masse, et plus pr�ecis�ement des transitoires X, dans lesquelles
l'�etoile K ou M domine dans le domaine visible pendant les phases de
quiescence. On voit alors la rotation d'une �etoile d�eform�ee. L'analyse
des courbes de lumi�ere optique des transitoires en quiescence permet de
contraindre fortement les masses des deux �etoiles ; c'est aujourd'hui la
seule m�ethode qui permet de d�eterminer avec certitude que des syst�emes
tels que A0620-00 ou GRO J1655-40 contiennent un trou noir.

Les ingr�edients de la mod�elisation sont bien sûr la g�eom�etrie de
Roche, puisque l'angle solide sous lequel on voit l'�etoile varie avec la
phase orbitale. Il faut �egalement tenir compte de l'assombrissement par
gravit�e T=Tpole = (g=gpole)�, o�u T est la temp�erature et g la gravit�e. �
est un coe�cient qui vaut 0.08 si l'enveloppe est convective, et 0.25 si
elle est radiative. Cette variation est particuli�erement importante lorsque
l'�etoile remplit son lobe de Roche, puisque g s'annule en L1. Il faut en�n
corriger de l'assombrissement centre-bord, ce qui n�ecessite d'utiliser des
mod�eles d'atmosph�ere.

La luminosit�e sera maximum lorsqu'on verra l'�etoile sous le plus
grand angle solide, et minimale lorsqu'il y a conjonction ou opposition.
Les deux minima sont de profondeur di��erente ; la face de la secondaire
tourn�ee vers le compagnon a une gravit�e de surface plus faible que la face
oppos�ee, et est donc moins lumineuse.

L'amplitude des variations est donn�ee approximativement par (Rus-
sel 1945 ; McClintock et al. 1993)
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Figure 4.: Un exemple de variations ellipso��dales de GRO F1655-40dans
les bandes B (gauche) et R (droite) �a deux �epoques di��erentes. Les points
sont les mesures, les courbes en trait plein les ajustements (Orosz & Bai-
lyn 1997).

o�u f est la fraction du lobe de Roche qui est remplie, �0 � 1 corrige de l'as-
sombrissement par gravit�e (�0 = 0.57 pour une �etoile K5 de temp�erature
e�ective 4000 K), et u corrige de l'assombrissement centre-bord, et est
fonction de la temp�erature e�ective et de la gravit�e (pour cette même
�etoile K5, avec log g = 4, u = 0:85).

La �gure 4 montre le cas de la transitoire GRO J1655-40 ; les va-
riations ellipso��dales sont tr�es clairement visibles, et l'accord entre les
observations et le mod�ele est remarquable. Il faut n�eanmoins noter que
le nombre de param�etres libres est important, et que des corrections addi-
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tionnelles, dues en particulier �a la pr�esence d'un disque d'accr�etion ont �et�e
faites. Ces observations ont permis de montrer que le rapport de masses
doit être sup�erieur �a 2.60 (limite �a 3 �, mod�ele le plus d�efavorable).
Comme la masse du compagnon est largement sup�erieure �a 1 M�, la
masse de l'objet compact d�epasse largement la limite de masse d'une
�etoile �a neutrons (3 M�).
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